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Real Bermudez Jesus M.

4. Permutaciones

4.1. El grupo simético

Recordemos que el grupo simétrico de grado n n € N es el grupo
Sp={0:{1l,...,n} = {1,...,n}c es biyeccién}

con la composicién.
Si o € S, lo expresamos como:

Ys

También sabemos que |S,| = n!.
Sea 0 € S, = o es de orden finito con |7|||S,| = n!. Si |¢| = k entonces < o >= {e, 0,02, ...,0""1}.

Ejemplo. Sea «, € S3, donde
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Veamos que af # fa ya que:

Definicién 4.1
Sea x € X y sea 0 € Sx. Decimos que o fija a = si o(x) = z y decimos que o mueve a x si o(z) # x.

Definicién 4.2
Supongamos que o € S,, es tal que o(i1) = ia, o(ia) = i3,...,0(4r—1) = &y, 0(iy) = i1.

Y supongamos ademds que o fija a los restantes n — r enteros en {1,...,n}. Entonces ¢ se llama un r-cilco 6 ciclo de
longitud r. Denotemos a o por: o = (iqig...ir).

Nota
El tnico 1 — ciclo en S,, es la funcién identidad.

Definicién 4.3
Un 2 — ciclo en S, se le llama transposicion.

Ejemplos
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(1353 70)=(1as)(23)

Observaciones
Si o €S, esun r — ciclo, entonces |o| = r.

Definicién 4.4
Dos permutaciones «, 3 € S, se dicen disjuntas o ajenas si cada z que es movido por una, es fijado por la otra. Es

decir, si a(z) # x, entonces f(x) = z v si S(y) # y, entonces a(y) = y. Puede ocurrir que a(z) = z = ((z) para algin z.

Una familia de permutaciones aj, ..., a,, se dice disjunta, si cada para de ellas son disjuntas.

Por ejemplo, las permutaciones:

son disjuntas.

1.
2.

1.

3.

Proposicion 4.5

Si a, 8 € S, son disjuntas, entonces aff = [a.
Si a,f €S, son disjuntas y af = e, entonces a = 3 = e.
Demostracion

1) Sea z € [1,...,n]

Si a(x) = = f(z), entonces: (af)(zx) = a(f(z)) = a(z) = z (Ba)(x) = Ba(z)) = B(x) = z Por lo tanto
(af)(x) = (Ba)(x).

Supongamos que a(x) # x = B(zr) = z. Sea y € a(x), no tenemos que esto implica que a(y) # y (pues «a es una
funcién inyectiva).

(af)(z) = a(B(z)) = afz) = y
(Ba)(z) = Bla(z)) = B(y) =y
Por lo tanto (af)(z) = (Ba)(x)

Similarmente se demuestra el caso en que B(x) # x.

2) Supongamos que « # e entonces existe x € {1,...,n} tal que a(z) # v = f(z) = v sea y = a(x) # =.
Luego z = e(z) = (af)zx = a(B)z = a(B(x)) = a(x) = y. Lo cual es una contradiccion.

Teorema 4.6
Toda permutacion de S, es un ciclo 6 es producto de ciclos disjuntos.

Demostracion
Sea a € S, y sea k el namero de puntos movidos por «.

Procedamos por induccién sobre k. Si k = 1, entonces o mueve solamente a 1 punto, pero esto sélo es posible si & = e

y sabemos que e es un 1 — ciclo.

Supongamos ahora que el resultado se cumple para toda permutacién que mueve k — 1 o menos elementos, con k > 1.

Puesto que « # e, sea i1 € {1,...,n} un elemento movido por «.



Definamos is = af(iy) # i1, i3 = a(iz) = a(i1),...,3,.41 = a(i,), donde 1 es el menor natural tal que 4,41 €
(i1, .oy}

Afirmemos que 4,41 = i1, pues si 4,41 = i, con j € {2, ..., 7}, entonces.

aijo1) =1 =441 = a(iy) = ij_1 =14, = j— 1 =r=j =r+ 1. Lo cual es una contradiccién.

Por lo tanto 4,41 = i1 = a(i,.).

Consideremos el ciclo o = (i1, 42, ..., %,) si se tuviese que r = k, terminamos, pues se tendria 0 = « y « serfa un k— ciclo.
Supongamos que r < k. Sea {i1, 42, ..., ir, J1, 72, -, Je—r = A €l conjunto de puntos que mueve a.

Sea Y = {j1,J2, .., jk—r}. Definamos o’ € S, tal que o'|y = aly y ¢ fija a todo elemento en {1,....n}\ Y.

Notemos que a = a’o y o’ y o son disjuntas.

Puesto que o’ mueve k—r < k puntos, por hipdtesis de induccién, o’ es un ciclo o producto de ciclos disjuntos, digamos
o =T1179...Ts.

Por lo tanto o = 7y 7ma...750

q.e.d.

Teorema 4.7
La factorizacién de cualquier permutacién o € S, \ {e} como producto de ciclos disjuntos de longitud mayor o igual a
2, es Unica salvo orden.

Demostraciéon

Sea o € S, y supégase que 0 = 31 --- B y 0 = 1 -- -1, con B4, 1; son ciclos de longitud mayor o igual a 2.
Sea i1 € [1,n] tal que By (i1) # i1 = existe (1) # 41.

Puesto que los ciclos 1, ..., %, son disjuntos, entonces conmutan podemos suponer entonces que el 1); anterior es ;.
Lo anterior implica que o(i1) = B(i1) = ¥1(i1) = 0™ (i1) = beta (i1) = Y™ (1) = f1 y 1 son ciclos de la misma
longitud, pues son los tinicos que mueven al 4.

Por otro lado se tiene que ¢ (i1) = 14 ¥ 87" = i14r = B1(ir) = ¥1(ir) = Y1 = B1 en {i1,i2,...,0m} ¥ como 1 y f1
dejan fijos a todos los elementos de {1,...,n} \ {i1,...,%m }, concluimos que ¢, = (.

Deo =01 B =1 th= fofy = .

Continuando con el mismo razonamiento, vamos cancelando los ciclos iguales y si s > t, entonces: e = Y41 --- s =
Yep1 = ... = Ps = e. Lo que es una contradiccion.

Por lo tanto s = t.

q.e.d.
Corolario 1
el orden de o € S, es igual al minimo comin miiltiplo de los 6rdenes de sus ciclos.
Corolario 2
Toda permutacién o € S,, puede representarse (no de manera unica) como producto de transposiciones.
Demostracion
Es suficiente probar que todo ciclo es producto de transposiciones.
(ir d2 o dp )=(i1 dr ) (ir ig ) (ir i3 ) (i1 i)
q.e.d.
Ejemplos
(15 32):(1 2)(1 3)(1 5)
(2 3)(2 5)(2 1)
=(1 2)(23)(1 2)(3 1)(35)(23)(1 2)

Definicion 4.8



Sea 0 € S,,, 0 se dice par (respectivamente impar ) si 6 se escribe como producto de una cantidad par (impar) de
transposiciones.

Definicién 4.9
El signo de una permutacion se define como sigue:

sgn(9) — {ti st g es par.

st es impar

Sea ¢ : S, — {1,—1} = Cy dada por:
+1 si 0
wO)={1 % § o
© es epimorfismo. Pues ¢(e) =1y ¢((12)) = —1, por lo que ¢ es suprayectiva.
© es homomorfismo. Considrando diferentes casos. (o y 0 par 6 o par, § impar 6 o y theta impares), se demuestra que
en efecto, ¢ es un homomorfismo.

N, = {0 € Sule(0) = 1}

={o €S, o es par}<S,

Ademés S, /N, = Cy = |S,|/|N,| = 2, entonces [Ny,| = 1|5,|. Esto nos dice que la mitad de los elementos de S, son
permutaciones pares.

Al subgrupo normal N, se llama el grupo alternante y se denota por A,.

Definicién 4.10

EL grupo alternante de grado n, denotado por A,, es el grupo de S,, que consiste de todas las permutaciones pares.

Proposicion 4.11
Sea n > 3. Entonces A,, estda generado por los 3 — ciclos.
Demostracién

Basta demostrar que el producto de dos transposiciones es producto de 3 — ciclos.
(a b)(c d):(b c a)(c d b)
q.e.d.
Teorema 4.12
Sea n > 2. Entonces A, es el unico subgrupo de S,, de indice 2.
Demostracion

Sea H > S, tal que [S,, : H] = 2 = |H| = |A,|- Basta demostrar que A, C H y con esto haremos que todos los
3 — ciclos estén contenidos en H.

Notemos que Yo € S, se tiene que o2 € H.

Sea 7 un 3 — ciclo, entonces |7| =3 =71t =7yaque r* = ()2 € Hy ()2 =7 € H.

q.e.d.

Observaciones

1. El signo de una transposiciéon es -1.

2. El signo de un r — ciclo es (—1)"~1




3. (123 .. m) =(m m-1 .. 32 1)

Definicién 4.13
Se dice que los elementos de «, 8 € S,, tienen la misma estructura en ciclos, si para cada r < 1, el nimero de r — ciclos
en « es igual al nimero de r — ciclos en (.

Definicién 4.14
Si G es un grupo, la relacién “x es un conjugado de y en G ” es una relacién de equivalencia en G; las clases de
equivalencia son llamadas clases conjugadas.

Como un ejemplo, Si G es el grupo multiplicativo de todas las matrices nosingulares de n X n sobre un campo, entonces
2 matrices quedan en la misma clase de conjugacion si y sélo si ellas son similares.

Ahora, = e y son de la misma clase de conjugacién si existe un elemento a € G con y = aza™' = z®. Existe entonces
un isomorfismo v : G — G (llamada, conjugacién por a) con y = y(x). Se sigue que todos los elementos en la misma clase
de conjugacién tienen el mismo orden. Una consecuencia interesante es que, para cualesquiera dos elementos a,b € G, ab
y ba tienen el mismo orden.

Un elemento = € G es el solo residente de su clase de conjugacién si x = axa™ Va € G, es decir, x conmuta con todo
elemento en G. En un grupo Abeliano, por lo tanto, las clases de conjugacién no son de mucho interés.

1

Definicién 4.14
El centro de G, denotado por Z(G), es el conjunto de todas las € G que conmutan con todo elemento de G.

Teorema 4.15
Sean «a, 3 € S,,, entonces «, 8 son conjugados si y sélo si tienen la misma estructura en ciclos.

Demostracion

=) Supongamos que « es un r — ciclo, digamos « = ( a1 Qo Qa3 ... O ) €S, yseaT €S,
Escribamos 7(a;) =b; con i=1,..,r b; #bj.
Notemos que b; # b; si i # j, y escribamos by = b4 1.
rat (b)) = Ta(w)
= 7(ait1)
= biy1

Se demuestra que Ta7~! deja fijo a todo elemento de {1,2,...,n} \ {b1, ..., b, }. Luego

TaT_lz(bl by b .. bT)
=( (o) 7(az) .. T(a))

Psemos al caso més general; es decir, supongamos que a € S,, es una permutacién en ciclos disjuntos es: @ = ayas...cu.

Dado 7 € S,

(1)

rar !t = TalT_17a27_17...7_17at7_1

Por lo anterior ¢\ 7a;7~! es un ciclo de la misma longitud que ;.

Por lo tanto Ta7 ! tiene la misma estructura en ciclos que a.
<) Reciprocamente, sean o, p € S,, con la misma estructura en ciclos, digamos

g = ( a1 a e Qg )( b1 bQ biz )( ny no9 e Ny, )

p:(z1 2o . Zy )(y1 Y2 e Yio )(n’l ny ... n;")

En donde los ciclos aparecen en orden creciente en cada una de las permutaciones e incluimos los ciclos de orden 1.
Definiendo 7 : {1,...,n} — {1,...,n} como:

7(a;) = z;



Se verifica que 707! = p ya que:
Tor~ () = To(a;) = T(aj+1) = 241 = p(z;).
Por lo tanto si o y p tienen la misma estructura ciclica entonces o y p son conjugados.

q.e.d.

Proposicion 4.16
Sea 1 < k < n. Entonces el nimero de k — ciclos en S, es: tn(n—1)-...- (n —k+1)

Demostracion

Tomemos un subconjunto A C {1,2,...,n} con k elementos.
Dado iy, hay k-1 formas de enviar ¢; a otro valor. Una vez fijo 72 tal que 71 — i3, hay k-2 formas posibles de elegir i3 tal
que ip — i3 continuando de esta forma, vemos que dado el conjunto A, se pueden construir (k — 1)! diferentes k — ciclos.
Ademds se tienen (}) subconjuntos de {1,...,n} con k elementos.
Asi, el nimero de k — ciclos es:
n! 1 .

() (b= 1! = ey (= D= gl = 1) (n = b+ 1)

Ejemplo

El niimero de —ciclos es sy es: £(3)(2) = 8.

Con lo anterior mostremos que el reciproco del teorema de Lagrange no es cierto, es decir, existen grupos finitos y
k € N tales que k||G| pero G no contiene subgrupos de orden k.

Teorema 4.17
A4 no contiene subgrupos de orden 6.

Demostracién

Supongamos que existe H < A4 tal que |H| =6 = [A4: H] = 2.
Luego Vo € Ay, 02 € H. Si 0 € Ay es un 3 — ciclo, entonces 0® =1 = 0 = 0* = (02)? € H.
Es decir, H contiene a todos los 3 — ciclos, los cual es una contradiccion , pues en A, hay 8 3 — ciclos.

q.e.d.

Proposicion 4.18
1. Sin > 3, entonces Z(S,) = {e}. En particular S,, = Int(Sy).
2. Sin >4, entonces Z(A,) = {e} y por tanto A, = Int(A,).

3. Sin>3, N<A,yN contiene un 3 — ciclo entonces N = A,,.

Demostracién

1) Sea 0 € S, y sea 0 = 0102...0.su descomposicién como producto de ciclos disjuntos. Supongamos que escribimos
los ciclos o1, ..., 0, en orden decreciente.

Supongamos que g1 = ( i1 12 ... 1Tm ),m > 3.



Entonces o ( i1 iz ) (i1) = (i1 d2 .. fim )
sigmag...op (i1 iz ) (i) =iz y (i1 i )o(in) =i
Por lo tanto o ¢ Z(S,,).

Si 01, ..., 0, son transposiciones disjuntas supongamos que o1 = ( i1 iz ) y tomemos iz & {i1, iz}
Entonces ( 11 to )0’20'3...0'7n( i1 i3 )(23) = O'( 11 13 ) =iy

( il i3 )U(i3) = ( i1 i3 )( i1 i2 )O’Q...O’T(i;g)
— {{7#2 oFis ol
i1

2) Es andloga a la anterior.

3) Sea o € N el 3 — ciclo que se menciona. Por ser N <1 A, V7 € A,,, 7o7~* € N y los conjugados de o son 3 — ciclos.
Luego N contiene a todos los 3 — ciclos. Por lo tanto N = A,,.

q.e.d.

Veremos que A,, es simple cuando n > 5. Ya que el 4-grupo V contiene todas las permutaciones en S4 de una estructura
ciclica dada, V es un subgrupo normal de Sy, por tanto, A4 no es simple. Examinemos S5 y As.

S5
Estructura Ciclica Numero Orden | Paridad
(1) 1 1 Par
(12) 10=(5x4)/2 2 Impar
(123) 20=(5x4x3)/3 3 Par
(1234) 30=(5x4x3x2)/4 4 Impar
(12345) 24 =51/5 5 Par
(12)(34) 15 = %5(% 3x2) 2 Par
(123)(45) 20 = X3 x 2X1 6 Impar
120 = 5!
As
Estructura Ciclica | Nimero | Orden | Paridad
(1) 1 1 Par
(123) 20 3 Par
(12345) 24 5 Par
(12)(34) 15 2 Par
60

Teorema 4.19
Sin > 5, A, es simple.

Demostracion
Sea H <1 A,, H# {e}. Sea a € H\ {e} y sea a = ajas...a) su descomposicién como ciclos disjuntos. Supongamos

ademas que los ciclos aq, ..., a estan escritos en orden decreciente.
Sea a1 = ( ai Qs ... QG )



1.

Supongamos que m > 3 y sea 0 = ( a; az as ) Notemos que g, ..., a permutan con o. Entonces:

cac”! = aalag...aka_l

= 00071062“.0%071
=o(a1 ag...am)o tasas..ap (1)
= (o(a1) o(ag)...olam))as...ai

=(az a3 a1 a4 as..am)as..ap € H

ozflaoza*l:a,:l...aglagl(am m—1.-.a1)(az as a1 aq4 A5...Qp)Q2...0% 1)

=(a1 a3 an) € H.
Por 3) de la proposicién anterior, se concluye que H = A,,.
Supongamos que m = 3

a) Supongamos que también es un 3 — ciclo. Entonces oy = (a3 az a3) y az = (by by b3). Tomemos o =
(ag a3b1).

Notemos que ¢ conmuta con asg...ay,

cao = Jalo_loaga_loag...aka_l

= (o(a1)o(az)o(as))(o(by)o(ba)o(bs))as...a (1)
:(a1 as bl)(ag bg b3)0¢3...OLkEH

= a loac ! = a,;l...ozgl(bg by bi)(as as a1)(ar az bi)(as ba b3)as..ax
(b3 b2 bl)(ag as al)(al as bl)(ag b2 bg) (1)
= (a1 as by as bd) eH

Por el caso anterior H = A,
b) Supongamos que g, ..., son transposiciones.

Sea a1 = (a1 a9 a3)
a= (a1 a2 asz)asas..ar € H
o = (a1 a3 az)€H
Por lo tanto H = A,,.
Finalmente supongamos que a; ..., son transposiciones disjuntas.
Supongamos que a3 = (a1 a2) y ag = (b1 ba).

Sea 0 = (az by bo) entonces:

cact = aalafloagaflaag...akafl
= (0(a1)o(az2))(o(b1)o(b2))as...a (1)
= (a1 bl)(bg ag)ag...ak € H.
a_laoza_lza,;l...a;l(bl ba)(ar a2)(@ b))y  as)as..an
= (b1 b2)(a1 az)(ar b1)(b2 as) (1)

= (a1 b2)(az b1)=p¢€ H.

Sea b ¢ {l,ag,bl,bg(n Z 5)

Sea v = (a1 by b) entonces:

VB~ = (v(ar)y(b2) (v(a2)7(b1)) (1)
=(by D)oz by)eH.

BBy = (a1 ba)(az b1)(b2 b)(a2) (1)
:(al by b)EHﬁH:An

q.e.d.



Teorema 4.20 (Cayley, 1878)

Todo grupo G es isomorfo a un subgrupo de Sg. En particular , todo grupo finito de orden n es isomorfo a un subgrupo
de S,.

Demostraciéon

Para cada a € G, definimos L, : G — G por L, (z) = ax (L, es la translacién por la izquierda de a). Vemos que L,
tiene una correspondencia 1-1, asi que L, € S¢. La funcién A manda a a en L, ésta es una funcién de G a Sg.

Pedimos que A sea uno-uno y un homomorfismo. Si a # b son elementos de G, entonces L, (1) = a # b = Lp(1), asi que
L, # Ly y Aa) # A(b), por tanto, A es uno-uno. Finalmente consideremos A(ab)Lu, y A(a)A(b) = Lo Ly. Mostremos que
éstas permutaciones son las mismas, debemos mostrar que ellas asignan los mismos valores a cada z € G. Pero L., = (ab)x
v LoLy(z) = Lo (bz) = a(bzx) y esto es lo mismo por asociatividad.

q.e.d.
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