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Ejercicios de las notas de la seccién de subgrupos

1. Siguiendo el mismo razonamiento del ejemplo anterior se llegan a las siguientes definiciones de conjunto de matrices:

SLn(R) = {A € GL,(R)|detA = 1}

O(n) ={A € GL,(R)|A'A =T}
SO(n) ={A € O(n)|detA =1} = SL,(R) N O(n)

otros que son importantes:

SLu(Q) = {A € GL,(Q)|detA = 1}
SL.(Z) = {A € GL,(Z)|detA = 1}

como ejercicio determine cual de los anteriores son grupos y establezca los subgrupos.
Solucién

Veamos si SL,(Z) < SL,(Q).

Veamos que AB € SL,(Z) y que B~! € SL,(Z).
AB € SL,(Z) pues |AB| = |A||B| =1,

pero en general B! ¢ ji,,%(Z), aunque |B~!| = 1.
Por lo tanto SL,(Z) £ SL,(Q)

Ahora veamos que O(n) < SL,(R)
A,B€O(n)= A'A =1y B'B = I entonces
A=A (1)

B! =pB~! (2)

(AB)'AB = B'*A'ABpor2
(AB)'AB = B'A'AB = B'IB = B'B = [
por tanto AB'inO(n).
Ahora veamos que B~! € O(n) o sea B~ € p,xn(R) y |[B71| #0.
(B*l)tB*l — (B*l)t — (BB*l)t — It — I
Por tanto O(n) < SL,(R).

Veamos que SO(n) < O(n)

Sea A,B € SO(n) = |A|=1=|B|.

Afirmacién: AB € SO(n) pues AB € GL,(R) y |AB| = |A||B| =1= (AB)Y(AB) =I.
Afirmacién: B~! € SO(n) pues |[B~}| = ﬁ =1y (B HY (B ) =1

Por lo tanto SO(n) < O(n).

Similarmente se demuestra que SL,(Q) < SO(n).



2.

Observacion: (Basdndonos en la definicién 8 de orden de a).Si ™ = e, entonces o(a)|m. Se deja como ejercicio al lector.
Demostracion

Como o(a) < m o(a),m € N, entonces por el algoritmo de la divisién 3¢, € Z tal que:

m = qo(a) +r (3)
conr=006r<o(a)
Afirmamos que r=0, pues de lo contrario, r seria menor que el orden de a, y de 2

m —qlo(a)] =7

Asi a” = a™a~ D] = ¢(go(@)) =9 = £ =e

Asf a” = e lo cual es una contradiccién pues r < o(a) y o(a) es el minimo con tal propiedad.

q.e.d.
Observacién No 3: (De la definicién 9)(a) = (a~1), se deja como ejercicio al lector.
Demostracién
Sea g € {a) = {e,a,a?,...a",...}
Por tanto g = a™ para algin m € Z ademds a = (a~ ')~ pues a(a™!) =e = a=(a71)7!
Por lo tanto g = a™ = (a™1)™™ = e € (a71).
Por lo que podemos decir que cada elemento de (a) es elemento del (a~!).
Por lo tanto (a) = (a™1).
q.e.d.

Escribir a los elementos de S3 como palabras sobre Hs = {71, 72, 73}.
Solucion

Sea S3 = {01,02,03, 71,72, T3} donde 01,09, 03,71, 72, T3 estdn definidos de la misma forma que en los ejercicios preelimi-
nares.
01 =T10T720T3
03 =T OT2
03 =T30T3
1

T =T
7'2:7'21
7'3:7'31

1.7 Ejercicios

1. Sea G grupo, a € G elemento de orden finito. Demuestre que para todo g € G el elemento g - a - g~ ! tiene el mismo
orden que a.

Demostracion

Sea g€ Gyn=o(a)

(g.a.gil)n:g.a.(gfl.g).a.g ..'_.g.a.97 :g.a
Por lo tanto (g-a-g )" =e



Sea m € N tal que (g-a-g~1')™ = e, probemos que n|m

g.am._lzg.an.g_lze
gram™-gl=e
am:gfl.gze

Por lo tanto n|m pues n = o(a).

Por lo tanto para todo g € G el elemento g-a-g~! tiene el mismo orden que a si el orden de a es finito con G grupo.
q.e.d.

Sea G grupo.

a) Demuestre que si a,b € G tales que a-b =1b-a, con a,b de ordenes finitos, entonces a - b es también de orden
finito.

b) De un ejemplo que muestre que en a) no se puede suprimir la hipétesis a -b =10 a.

Demostracién

a) Como a y b son de ordenes finitos entonces a®® = e y b°®) = e. Sea k = mdx{o(a), o(b)}, entonces a* =

y b¥ = e y como ab = ba = a* - b* = e y b* - a¥ = e, entonces = (a - b)¥ =e.

€

Por lo tanto a o b es también de orden finito si a y b lo son, y ademés, sia-b=10-a.

0 -1 0 1
b)SeaLA:(1 0 >yseaB:<_1 _1>

yvemosqueAxB:( })yBxA:(_ll ?)

1

0
Veamos que: o(A x B) = co.
Vemos que (A x B)? = ( (1) ? >

Afirmamos que (A x B)" = < é 7; )

Procedamos por induccién:
Paran =1y n =2 se cumple.
Supongamos que se cumple para n=k y demostremos para n = k + 1.

(Ax B)F! = (A x B)¥(A x B)
(o 1) (0 1)
:(é kT1>VkeN

Por lo tanto A x B tiene orden infinito y con esto vemos que no se puede suprimir la hipdtesis de que a-b=1b-a.

3.

q.e.d.
Sea G grupo infinito, tal que (a) = G generador. Demuestre que b € G genera a G si y sélosib=a 6 b=a"!.
Demostracién
Sea G = (a) = {e,a,a? a>,...}
Queremos ver que b€ Gy G =(b) & b=adb=a"?
<) Si b= a terminamos.
Supongamos que b = a~ !, como b € G, entonces b=a" asia”! =a”, luego a " =a,asia " =a=b" = a" = b ".

Por lo tanto (b) = G.
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=) Queremos ver que si G = (b) entonces b=a 6 a =b"1.
Sib=a"ya=>0b".
Si b = a se tiene de inmediato.

Supongamos que b # a, entonces:
bm—l b=aq

A" " =¢" " = nm—-n=1-n

==nm=1

ConnméeZ=nm=16nm=-1

Entonces b=a 6 b=a"'.

q.e.d.
Sea G grupo Abeliano, g1, g2 € G elementos de orden finito con (|g1], |g2]) = 1. Demuestre que |g1g2| = |g1]]92]-
Demostracion
Sean n = |g1| y m = |ga2|, tal que (m,n) =1y ademés (¢g1)" =ey (g2)™ =e.
Sea s = mn =
(9192)° = (g192)™" = 91" 93"
= (g1)™(95")"
=e.
Por lo tanto |g1g2| = s = mn = |g1]|g2|
Falta probar que s es el minimo entero con tal propiedad, es decir, (g1g2)™" = e.
Sea k € N tal que (g1g2)* = e. Por el algoritmo de la divisién existe p,q € Z tal que
k=sp+q
con 0 <qg<s.
Por lo tanto (g192)* = (192)"*? = [(9192)°]7(9192)? = (g192)?, por la minimalidad de k = ¢ = 0.
Por tanto s|k.
Por lo tanto |g1g2] = s = mn.
q.e.d.

Sea G un grupo ciclico finito con n elementos. Si G = (a).

a) Demuestre que a’ con 1 <i < n genera si y sélo si (i,n) = 1.

b) Demuestre que para cada divisor d de n, G contiene un tinico subgrupo de orden d.
Demostracion

a) =) Supongamos que a’ genera, entonces a = (a')* y como G = (a) entonces a = a"*!, asf a** = a"*! =
is = 1 mod n pues todo grupo ciclico finito es isomorfo a Z/nZ, = is—1=nt = 1 =is —nt = (i,n) = 1.

<) Reciprocamente, supongamos que (i,n) = 1 y mostremos que a’ también es un generador de G.
Sea g € G, entonces g = a™ pues G = {(a), para algin m € Z con m < n.
Notemos que a = a' = a""*"™ = ¢"a™ = a"e = a"* (Lo anterior es dado que (i,n) = 1).

Por lo tanto g = (a™")™ = (a*)™™
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Por lo tanto a’ también genera si (i,n) = 1.

Por lo tanto Si G = (a) es un grupo ciclico de orden n, entonces el elemento a’ es generador si y sélo si (i,n) = 1.

b) Sea n = |G| y sea d un divisor de n. Sea a € G tal que G = (a).

El elemento a4 tiene orden d, pues (g4)? = ey si |a%|l = d’, entonces d'|d = d =dlconl e N, luego
(a%)d/ =af =1=1.

Por lo tanto d es el orden de a@. Sea H = (a@), entonces |H| = d.

Sea ahora H; < G talque |Hi| = d. Sabemos que H; es ciclico, sea ¢ € H; tal que H; = {c). Por tanto
Hl Q G = <a>
Existe n € N tal que ¢ = a™.

d:

Entonces e = ¢? = a™? = n|md, luego md = nt para algin t € Z.

jngl:>62am=(aﬁ)te<a3):H

Por lo tanto Hy = {(¢) C pero |H| = |H{| =d
Por lo tanto H = H;

Por lo tanto Si G es grupo ciclico finito con n elementos y si G = (a) entonces para cada divisor d de n, G
contiene un unico subgrupo de orden d.

q.e.d.

Demuestre que si un grupo G contiene como sus tnicos subgrupos a G y {e}, entonces G debe ser un grupo ciclico finito
con numero primo de elementos.

Demostracién

Procedamos por contradiccién, es decir supongamos que G no es un grupo ciclico. Negando el ejercicio 5(b) tenemos que
existe d||G| tal que existe Hy, H < G tal que |H1| = |H|=d y H # H;.

Como G tiene a los tinicos subgrupos {e} y G entonces:
H; esigual a {e} 6 es igual a G.

H esigual a {e} 6 es igual a G.

Si Hy ={e} = H= H, = H, lo cual es una contradiccién.
Si Hi =G = H = Hy = H, lo cual es una contradiccion.
Asi G es ciclico finito.

Supongamos que |G| = m con m no primo, asi Vd|m tal que d # 1 y d < m entonces existe un unico H < G tal que
|H| = d. Pero G sélo tiene 2 subgrupos.

H ={e}si H={e} = |H| =1=d, lo cual es una contradiccién.
H=Gsi H=_G = d=m, lo cual es una contradiccién.

Por lo tanto m es primo.
q.e.d.

Sea G grupo Abeliano g1, g2 elementos de G con 0(g1), 0(gz); finitos. Demuestre que existe h € G cuyo orden es igual al
minimo comun miltiplo de o(g1) vy 0(g2).

Demostracién

Sea I = 0(g1)o(g2) = (9192)! = e. Sean m = 0(g1) y n = 0(gz).
Afirmamos que m|l pues (g1)™ = ey (g1)! = e pues si (g1)! # e = (g1)™ # e pero (91)™ = e, lo cual es una contradiccion.

Asi m|l y n|l = existe q1,¢2 € Z talque | = mqy y | = nga.

mqingz

m mai
Sea h = (g1) = entonces |h| =l pues bl = (g, ) = (q1)" 7 = = (¢")1® = e



Asf bl = e.
Siexiste k € Ztalquemlkynlk =gk =eygh=¢

mgq mq

(9" )F = ((g)") 5 = =e.
Por lo tanto [|k.

mgq
Asi I = mem(m,n) y existe h = g, tal que |h| = 1.
q.e.d.

Sea G grupo Abeliano con m - n elementos, m y n primos relativos, suponga que a y b son elementos de G de ordenes m
y n respectivamente. Demuestre que G es grupo ciclico.

Demostracién

Sea g € G como |G| = m - n entonces:

Sea |a| = m y |b] = n mostremos que G es ciclico.

Como (m,n) =1 = existen s,t € Z talque 1 =m - s+ n - ¢ entonces:

m-s n-t

9=9 9

n-t n-s m-n-t-n n-s-mmn

Sea a= gn~t y b — gm~s an gm-n — (g g )m~n =g g
g
Asi G = (a-b) = (g""g"™")

Por lo tanto G es grupo ciclico.

mn=e.

q.e.d.

Sea G grupo Abeliano finito, suponga que para todo ntiimero natural n hay a lo mas n elementos en G que satisfacen la
ecuacién z" = e. Demuestre que G debe ser grupo ciclico.

Demostracién

Procedamos por contradiccién, es decir, supongamos que G no es ciclico, entonces por la negacién del ejercicio 5(b) existe
n|k = |G| tal que existen al menos dos subgrupos de G H, H; tal que |H| =m |Hy| =m.

Luego para toda h € H entonces h'™ = e, es decir, h satisface la ecuacién ™ = e.
También para todo hy € Hy hl = e, es decir h; satisface la ecuacion z" = e.

Por lo tanto en tendriamos n elementos que satisfacen la ecuacién ™ = e y en H; tendriamos el mismo numero de
elementos que satisfacen esta ecuacion.

Asi tendriamos por lo menos n+1 elementos en G que satisfacen la ecuacién ™ = e, lo cual es una contradiccién.

Por tanto G debe ser grupo ciclico.

q.e.d.



10. Sea G grupo Abeliano finito, T el conjunto de elementos de G de orden finito. Demuestre que T es subgrupo de G.
Demostracion

Dado que T es el conujunto de elementos de G de orden finito, es claro que T'# , T C G y ademds T es finito (Ya que T
es el conjunto de todos los elementos de G de orden finito, por la observacién 6). Por la proposicién 4 que dice que si un
grupo G, # H C G y T como conjunto finito, entonces para cualesquiera hy, hy € T se tiene que t1ts € T entonces T' < G.

Por lo tanto basta demostrar que Vt1,to € T = t115 € T.

(tl)tg(tQ)

Seat1,t2€T:>t(1) =ece=ecT

Por lo tanto T < G.

q.e.d.

11. Pendiente 11
12. Sea (GLM(C),-) el grupo de matrices no singulares 2 x 2 con entradas en C es decir

GLMg(C)-{(Z 2):a,b,c,de<c,a-d—b-c¢o}

(4 ) (8 e

Demuestre que (S) es un subgrupo de ocho elementos.
Demostracién

Dada la contruccién del arbol se obtuvo que

(S) = {A°BY A, A% A% B, AB, A’B, A3B}

AEDCDE D@D EDG DG

Y vemos que

[t

A? = B?
AB = BA™!
AA'=BB =1
A =A"1 = AB*A(AY)? =BA'B=BB'A™!
BA = BA
A’B=ABA '=BA ' =BA?>=BA 1A' = A3B
A=BA?2=A?A"'=ABB '=AA"'A=BA'B"'=BB'A
Ahora veamos que (S) < GLM>(C)

Por la proposicién 4 , que dice que si G es un grupoy # H C G y H como conjunto es finito si Vhy, hy € H en se tiene
que hihs € H entonces : H < G.

Veamos que (S) < GLM;(C).

Sea A’ € (S) veamos por casos :

Si:
a) A'=I=detl #0
b) AA=A=detA=1+#0
¢) A =A%=detA’=1+#0
d) A=A=detA3=A"1=1+#0



A =B=detB=1+#0
A= AB = detAB =1 #0
A = A2B = detA2B=1+#0
A = A3B = detA’B=1+#0

9]

S QL
S— N N N

Por lo tanto A’ € GLM>(C) = (s) C GLM>(C) y (s) es conjunto finito ya que consta de ocho elementos.
Por lo tanto (s) < GLM>(C) ya que dados cualquier A’, B’ € (S) = A'B’ € (S).

q.e.d.

13. Sea (GLM3(R),-) el grupo de matrices no singulares 2 x 2 con entradas en R.

fo-(4 ) o-(1 1)}

a) Sea

()
Demuestre que (S) es un grupo no Abeliano de orden 8, lo denotaremos por Dy.
b) Calcule tres subgrupos no triviales de Dy
Demostracién

(a) Dada la contruccién del arbol se obtuvo que

(S) ={c’D",C,Cc* C* D,CD,C?D,C*D}

Ao ) Ao 0o 50 ) (e ) G ) (5 )00 0)

(6)
Y vemos que
C*=B%’=e
AB = BA™' = BA?
A7t =43
a) Es Asociativa: es inmediata, ya que la operacién con matrices es asociativa.
b) D, tiene identidad, a saber , I = A°BY
¢) Todo elemento de Dy tiene inverso: pues si A'BJ € D, entonces:
ipiy—1 a"t=a'"" si j=0 e i=1,2,3,4
(A'B)~" = {aib si j=1 g i=1,2,3,4
Ademsds es no Abeliano pues por ejemplo: AB # BA pues
0 1 01y (1 0 ” -1 0\ (01 0 1
-1 0 10/ L0 -1 0 1) \10 -1 0
Por lo tanto Dy es un grupo no Abeliano de orden 8.
q.e.d.

(b)Pendiente
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Sea G grupo tal que a? = e Va € G. Demuestre que G es Abeliano.

Demostracién

2=qg-a=eyb’=b-b=e=>a=a'lyb=0b"!

Sean a,b € G, entonces a
Porlo tantoa-b=a"1-b"1=(b-a)"! =
a-b=0b-a)"t=b-a.
Por tantoa-b=105-a.

Por lo tanto G es Abeliano.
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